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Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

Warum die formalen Sprachen der Logik?

» formale Sprachen haben — wie jede Sprache — ein Vokabular,
eine Syntax und eine Semantik.

» Die Relation zwischen Syntax und Semantik ist eindeutig.

» Logik ist die Lehre vom SchluBfolgern. Ein Argument ist
valide, wenn die Konklusion eine notwendige Folge aus den
Pramissen ist. Das ist dann der Fall, wenn (1) die Regeln des
SchluBfolgerns beachtet werden, und (2) die Pramissen wahr
sind:

» (1) (a.) Alle Menschen sind sterblich.
(b.) Sokrates ist ein Mensch.

(c.) Also ist Sokrates sterblich.
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Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

Das Vokabular

» Elementaraussagen (atomic statements): Einfache,
nichtkomplexe Aussagesatze:
(2) Pynchon ist ein Schriftsteller.
(3) Thompson liest Mason & Dixon.

» Elementaraussagen werden durch die Symbole p,q,r,s,...
bezeichnet.

> ¢,1, ... sind Metavariablen iiber Aussagen.
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Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

Vokabular cont.

Neben Elementaraussagen gehdren zum Vokabular
» die Konnektive: =, A, V, —, <

» Klammern: (,)
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Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

Die Syntax

Jede Elementaraussage ist eine wohlgeformte Formel (wff).
2. Wenn ¢ eine wff ist, dann ist —¢ eine wff.
3. Wenn ¢ und v wff sind, dann sind

(@A), (¢ V1), (¢ — ), (¢ < 1) wif.

4. Nichts anderes ist eine wff.
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Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

Beispiele

fur wff:
(4) (a) (pV—a)
(b.) =(pA—q)
(c) ((((pAg)V—r)—s)«t)

fiir nicht-wohlgeformte Formeln:

(5) (a.) Vg
(b.) = Apq)
(c) pAg—r

Gotz Keydana Einfiihrung in die Semantik, 5. Sitzung Aussagenlogik



Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

Wahrheitswerte

Wenn ¢ eine wff ist, dann gilt:

> [¢] =1 oder
» [#] = 0 in Abhangigkeit von dem korrespondierenden Modell
M

» Die Zuweisung der Wahrheitswerte erfogt iiber eine
Bewertungsfunktion V: V(¢) = [¢]. Weil V eine Funktion ist,
hat jede Elementaraussage genau einen Wahrheitswert in
einem Modell M.

n.b.: Unsere Logik ist zweiwertig. Jede Aussage ist also entweder
wahr oder falsch.
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Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

Die Bedeutung nicht-elementarer Aussagen

Die Bedeutung nicht-elementarer Aussagen kann
kompositional aus der Bedeutung der elementaren Aussagen
und der Art ihrer Verbindung abgeleitet werden.

Die Bedeutung nicht-elementarer Aussagen kann mithilfe von
Wahrheitstafeln ermittelt werden.

Gotz Keydana Einfiihrung in die Semantik, 5. Sitzung Aussagenlogik



Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

Negation

Fiir jede wff ¢ gilt:
¢ | ¢

11 0
0| 1
Beispiel:

(6) (a.) p: Pynchon ist ein Schriftsteller.

(b.) —p: Es ist nicht der Fall, daB Pynchon ein
Schriftsteller ist.
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Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

Konjunktion

Fiir alle wff ¢ und v gilt:

Beispiel:

(7) (a.) p: Pynchon ist ein Schriftsteller.
(b.) g: Ellison ist ein Schriftsteller.

(c.) pA g: Pynchon ist ein Schriftsteller, und Ellison ist
ein Schriftsteller.
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Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

Disjunktion

Fiir alle wff ¢ und v gilt:

Beispiel:

(8) (a.) p: Pynchon ist ein Schriftsteller.
(b.) g: Ellison ist ein Schriftsteller.

(c.) pV g: Pynchon ist ein Schriftsteller, oder Ellison ist
ein Schriftsteller.
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Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

V und natiirlichsprachliches oder

oder hat zwei Lesarten:
» die exklusive Lesart:

(9) Alle Gerichte werden mit Reis oder Kartoffeln serviert.
> (selten) die inklusive Lesart:
(10) Alle, die mit kleinen Kindern reisen oder gebrechlich

sind, bekommen einen Sitzplatz.

Die exklusive Lesart von oder wird als Implikatur erklart:

In der inklusiven Lesart ist die Disjunktion schwacher als die
Konjunktion. Aufgrund der Grice'schen Quantitdtsmaxime ('Sag
soviel, wie du kannst'), praferieren Sprecher die Konjunktion, wenn
sie wissen, daB beide Sachverhalte wahr sind.
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Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

Konditional / materiale Implikation

Fiir alle wff ¢ und ¢ gilt:

¢lv|op—v
11 1
110 0
01 1
0|0 1
Beispiel:

(11) (a.) p: Pynchon ist pleite.
(b.) g: Pynchon schreibt ein neues Buch.

(c.) p — g: Wenn Pynchon pleite ist, schreibt er ein neues
Buch. (hinreichende Bedingung)
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Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

Konditional und falscher Antezedens

» Konditionale sind einfach zu evaluieren, wenn der Antezedens
wahr ist: Ist der Konsequens/Sukzedens falsch, so ist der
Konditional falsch; ist der Konsequens wahr, so ist der
Konditional wahr.

» Warum sind aber Konditionale mit falschem Antezedens
immer wahr?

> In einer zweiwertigen Logik muB jede Aussage, die nicht
falsifiziert ist, wahr sein.

» Die Definition ist hinreichend fiir die Analyse der Validitat von
Argumenten in der Mathematik.
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Syntax
Semantik
. Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogik = =
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Bikonditional

Beispiel:

(12) (a.) p: Pynchon ist pleite.
(b.) g: Pynchon schreibt ein neues Buch.

(c.) p <> g: (Nur) wenn Pynchon pleite ist, schreibt er ein
neues Buch. (notwendige Bedingung)
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Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

Die Semantik

1. In Abhangigkeit von dem Modell M gibt es eine
Bewertungsfunktion V/, so daB fiir jede Elementaraussage ¢
V(¢) =1 oder V(¢) =0

V(—¢) = 1gdw. V(¢) =0

2. V(

3. V(o Av) =1gdw. V(¢) = lund V(¢) = 1
4. V(o V1) =1lgdw. V(¢) =loder V(yp) =1
5. V(¢ — 1) =1gdw. V(¢) =0oder V(¢p) =1
6. V(¢ < ) =1gdw. V(¢) = V(¥)
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Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

3 Arten von Aussagen

In der Aussagenlogik werden Aussagen aufgrund ihrer
Wabhrheitstafeln klassifiziert. Man unterscheidet

» Tautologien
» Kontradiktionen

» neutrale Ausdriicke (contingencies)
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Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

Tautologie

Eine Aussage ist eine Tautologie, wenn die letzte Spalte der
Wabhrheitstafel nur len enthilt.

Beispiel: (p V —p)

p|-p|(pV-p)
1 o] 1
ol 1| 1
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Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

Kontradiktion

Eine Aussage ist eine Kontradiktion, wenn die letzte Spalte der
Wabhrheitstafel nur Oen enthilt.

Beispiel: (p A —p)

p|-p|(pA-p)
1] 0] o
o] 1| o

Gotz Keydana Einfiihrung in die Semantik, 5. Sitzung Aussagenlogik



Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

Aquivalenz

Ist ein Bikonditional eine Tautologie, so sind die beiden
Konstituenten der Aussage logisch aquivalent.

Logische Aquivalenz zwischen zwei Aussagen ¢ und ¢ notiert man
b=
Beispiel: Wahrheitstafel fiir (=(pV q) < (-p A —q))

plal(pVva)|-(pva) |-p|-q|(-pPA-q) | (=(pVq) < (-pA—q))
111 1 0 00 0 1
10| 1 0 01 0 1
ol1]| 1 0 110 0 1
olo| o 1 1|1 1 1
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Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

Logische Folge

Ist ein Konditional eine Tautologie, dann ist der Konsequens
eine logische Folge des Antezedens. Der Antezedens impliziert
den Konsequens.

Logische Folge zwischen zwei Aussagen ¢ und v notiert man
b=

Beispiel: Wahrheitstafel fiir (((p — q) A p) = q)

plal(p—=a)|((P—=a)Ap)|(((p—q)AP)— q)
111 1 1 1
10| o 0 1
ol1| 1 0 1
olo| 1 0 1
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Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

Logische Folge cont.

» Ist der Antezedens eines tautologischen Konditionals wahr, so
ist es auch der Konsequens (Zeile 1 der Wahrheitstafel).

» Ist der Antezedens falsch, so ist der Wahrheitswert des
Konsequens nicht vorhersagbar (Zeilen 3,4 der
Wahrheitstafel).
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Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

Die wichtigsten aussagenlogische Gesetze

(13) Idempotenz
(@) (pVe) o
(b) (¢AQ) & ¢
(14) Kommutativitat
(@) (eVY) & (vVve)
(b) (6N ¥) = (¥ A9)
(15) Assoziativitat
(@) (eVve)vx)e (oV (VX))
(b) ((pAD)AX) = (A (dAX))
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Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

Die wichtigsten aussagenlogische Gesetze cont.

(16) Distributivitat
(a) (6V (¥ Ax) S (8VE) A (DY)
(b) (2N (VX)) e (@AY)VI(PAX))
(17) Komplementaritat
(@) ¢ = ¢
(18) de Morgan
@) =~(oVy) & (o)
(b) ~(6 Av) & (=6 v —)
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Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

Die wichtigsten aussagenlogische Gesetze cont.

(19) Konditionalgesetze
@) (¢ =)= (o V)
(b) (¢ =) e (- — —¢)
(©) (6 —=¢) = =(oA~Y)
(20) Bikonditionalgesetze
(3) (6= v) & (6= V) AW — 0)
(b) (¢ =)= ((moAY)V(dAYD)
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Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

SchluBfolgern und Implikation

Ein Argument
» besteht aus den Pramissen
» und der Konklusion / dem SchluB,

» ist valide, wenn die Pramissen die Konklusion implizieren, d.h.
wenn es keine Wahrheitswertezuweisung an die
Elementaraussagen gibt, die alle Pramissen wahr macht, die
Konklusion aber falsch.

» Ist dies der Fall, so ist das Argument nicht valide.

¢ impliziert (entails) ¢ fiir jede Bewertung V/, wenn gilt: Wenn
V(¢) =1, dann V(¢p) = 1.
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Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

Inferenzregeln

Modus Ponens

¢ — ¥
I
(G

Beispiel

Wenn Pynchon Invisible Man liest, ist Ellison gliicklich.
Pynchon liest Invisible Man.
Ellison ist gliicklich.
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Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

Inferenzregeln cont.

Modus Tollens
o -
¢

Beispiel

Wenn Pynchon Invisible Man liest, ist Ellison gliicklich.
Ellison ist nicht gliicklich.
Pynchon liest nicht Invisible Man.
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Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

Inferenzregeln cont.

Hypothetischer Syllogismus

¢ — 9
v — X
¢ — X
Beispiel

Wenn Pynchon Ellison liest, liest Pynchon Invisible Man.
Wenn Pynchon IM liest, liest Pynchon einen amerik. Schriftsteller.

Wenn Pynchon Ellison liest, liest Pynchon einen amerik. Schriftsteller.
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Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

Inferenzregeln cont.

Disjunktiver Syllogismus

¢ VvV ¥
—¢
Y

Beispiel

Pynchon liest Invisible Man, oder Pynchon liest Fear and Loathing.
Pynchon liest nicht Invisible Man.
Pynchon liest Fear and Loathing.
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Syntax

Semantik

Klassifizierung von Aussagen
Aussagenlogische Gesetze
Deduktion

Beth-Tableaus

Aussagenlogik

Beth-Tableaus und Beweis durch Falsifizierung

Beispiel: Beweis von ——p aus (p A q)

Wahr
(pAq)
P
q
-p

Falsch
-/ p

Pramisse(n) unter Wahr, Konklusion unter Falsch
aufgrund der Wahrheitstafel fiir A

aufgrund der Wahrheitstafel fiir A

weil == pfalsch ist

weil =pwahr ist

Widerspruch, also muB ——pwahr sein
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